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Uitwerking uitsmijter

Opgave

We bekijken twee punten A en B met onderlinge afstand |AB| = 1. Voor elk reëel getal λ > 1

is er een punt C op het lijnstuk AB waarvoor geldt dat |AC||BC| = λ. Daarnaast is er een punt D

op het verlengde van het lijnstuk AB zodat ook |AD||BD| = λ.

(a) Stel dat λ = 7
3 . Bereken de afstand |CD|.

(b) Stel dat |CD| = 60
11 . Bereken λ.

(c) Laat P het raakpunt zijn van een van beide raaklijnen door A aan de cirkel met middellijn
CD. Stel dat |AP | = 13

12 . Bereken λ.

Antwoorden

(a) |CD| = 21
20 .

(b) λ = 6
5 .

(c) λ = 13
5 .

Uitwerking

We kunnen zonder verlies van algemeenheid aannemen dat A = (0, 0) en B = (1, 0). Verder

zijn er 0 < c < 1 en d > 1 zodat C = (c, 0) en D = (d, 0). Er geldt dat |AC||BC| =
c

1−c = λ en
|AD|
|BD| =

d
d−1 = λ.

(a) Er geldt dat c
1−c = 7

3 , ofwel 3c = 7(1 − c). Dit geeft c = 7
10 . Uit d

d−1 = 7
3 volgt dat

3d = 7(d− 1) dus d = 7
4 . Hieruit volgt dat |CD| = d− c = 7

4 −
7
10 = 21

20 .

(b) Uit c
1−c = λ = d

d−1 volgt dat c = λ
λ+1 en d = λ

λ−1 , zodat |CD| = d − c = λ
λ−1 −

λ
λ+1 =

λ2+λ
λ2−1 −

λ2−λ
λ2−1 = 2λ

λ2−1 . Met |CD| = 60
11 geeft dit 2λ

λ2−1 = 60
11 , ofwel 11λ = 30λ2 − 30, dus

30λ2−11λ−30 = 0. De discriminant van deze vergelijking is 112−4 ·30 ·−30 = 121+3600.
Omdat 3600 + 121 = 602 + 2 · 60 + 1 = (60 + 1)2, is de wortel hiervan gelijk aan 61. We
vinden nu dat λ = 11±61

60 . Aangezien λ > 1 is λ = 72
60 = 6

5 .

(c) Laat M het middelpunt zijn van de cirkel met middellijn CD. Omdat AP een raaklijn
van de cirkel is, staat AP loodrecht op de straal PM van de cirkel. Uit de stelling van
Pythagoras volgt dat |AP |2+ |PM |2 = |AM |2, dus |AP |2 = |AM |2−|PM |2. Hieruit volgt
dat |AP |2 = (|AM |+ |PM |) · (|AM |− |PM |) = |AD| · |AC| = d · c omdat |PM | = |DM | =
|CM |.
Eerder hebben we al berekend dat c = λ

λ+1 en d = λ
λ−1 , dus |AP |

2 = c · d = λ2

λ2−1 . Omdat

|AP | = 13
12 , vinden we nu dat λ2

λ2−1 = 169
144 , dus 144λ2 = 169λ2 − 169. Hieruit volgt dat

λ2 = 169
25 , dus λ = 13

5 .
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