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Uitwerkingen

Opgave 1. Bewijs dat
2013

4026!
2 2

‘= (n!(2013 — n)!)

het kwadraat van een geheel getal is.

Oplossing. Door 2013 te vervangen door 1, 2, 3 en 4 en de som dan uit te rekenen, krijg je
een vermoeden voor welk getal in het kwadraat deze som oplevert. De faculteiten suggereren
dat je het in de binomiaalcoéfficienten moet zoeken. We bewijzen iets algemeners:

O U ()

= (n!(m - n))2

Hieruit volgt het gevraagde.

Er geldt ' ‘ '
2m)! m!)? 2m)! m\> [2m
(n'(fn —)n)!)2 - (n'(r(n—)n)')2 . Em!))Q - <”> . (m)

Het is dus voldoende te bewijzen dat

> (1) =)

n=0

We doen dit combinatorisch. Bekijk 2m ballen genummerd van 1 tot en met 2m, waarbij
de ballen van 1 tot en met m blauw gekleurd zijn en de ballen van m + 1 tot en met 2m
rood gekleurd zijn. Je wilt hier totaal m ballen van uitkiezen. Dat kan op (2::) manieren.
Anderzijds kunnen we ook eerst n blauwe ballen uitkiezen, met 0 < n < m, en vervolgens
m — n rode ballen. Dat komt op hetzelfde neer als eerst n blauwe ballen uitkiezen en
daarna n rode ballen niet uitkiezen. Dus het aantal manieren om m ballen uit te kiezen is

ook gelijk aan
o)

n=0

Dus deze som is gelijk aan (QHT) En daarmee hebben we (1) bewezen. U



Opgave 2. Zij P het snijpunt van de diagonalen van een convexe vierhoek ABC'D. Laat
X, Y en Z punten op het inwendige van respectievelijk AB, BC en C'D zijn zodat

|AX| |BY| |CZ]

= = = 2.
I XB| |YC| |ZD|

Veronderstel bovendien dat XY raakt aan de omgeschreven cirkel van ACY Z en dat Y Z
raakt aan de omgeschreven cirkel van ABXY .
Bewijs dat ZAPD = /XY Z.

Oplossing. Vanwege de raaklijnomtrekshoekstelling is ZCZY = ZBY X en /BXY =
ZCY Z. Hieruit volgt ten eerste dat

LXYZ =180°—-4BYX — ZCYZ =180° — 4BY X — /BXY = ZXBY = ZABC.

Ten tweede zien we dat AXBY ~ AYCZ (hh). Dit betekent

XB| |YC|
\BY| |CZ]

Gegeven is dat |XB| = 3|AB|, |BY| = 2|BC|, |YC| = 3|BC| en |CZ| = %|CD|. Dit

invullen geeft

%|AB| B %]BC’l

§|BC| §|C’D|
en dus

|AB| B |BC|

|\BC| |CD|

Uit de gelijkvormigheid volgt ook ZABC = /ZXBY = /ZYCZ = /ZBCD. Als we
dit combineren met de gevonden verhouding, krijgen we een nieuwe gelijkvormigheid:

NABC ~ ABCD (zhz). Dus ZOCAB = ZDBC. Dit geeft
/PAB+ Z/ABP = /CAB + Z/ABD = /DBC + ZABD = ZABC.

We wisten al dat LZABC = ZXY Z. Met de buitenhoekstelling in drichoek ABP krijgen
we nu

/BPC =/PAB+ ZABP = /ZABC = /XY Z.
Aangezien /BPC = ZAPD, geldt ZAPD = /XY Z. O



Opgave 3. Gegeven is een onbekende rij a1, as, as, ... van gehele getallen die voldoet aan
de volgende eigenschap: voor elk priemgetal p en elk positief geheel getal k geldt

Apk+1 = pax — 3a, + 13.

Bepaal alle mogelijke waarden van asg3.

Oplossing I. Laat ¢ en t priemgetallen zijn. Vul in k = ¢, p =t

Qgt+1 = taq - ?)a/t + 13.
Vul ook in k=1t, p=q:

Qgi+1 = qa; — 3ay + 13.
Beide uitdrukkingen rechts zijn dus gelijk aan elkaar, waaruit volgt

ta, — 3a; = qay — 3ag,
oftewel

(t+3)a, = (¢ + 3)ay.
In het bijzonder geldt baz = 6as en ba; = 10as. Vul nu k = 3, p = 2 in:

6
a7:2a3—3a2+13:2-5(12—3@24—13.

Omdat a; = %0,2, vinden we nu

13
g =13
5 a2 3

dus az = 5. Nu geldt voor elk priemgetal p dat a, = @ =p+3.
Vulin k=4,p=3:
a3z = 3@4 - 3(13 + 13.

We weten dat a;3 = 16 en a3 = 6, dus dit geeft 3ay = 21, oftewel ay = 7.
Vul ten slotte £ =4 en p = 503 in:

a2013 = Q450341 = D03 ay — 3asp3 + 13 =503-7—3- (503 +3) + 13 = 503-4 — 9+ 13 = 2016.

Dus asp13 = 2016 en dit is de enige mogelijke waarde. O

Oplossing II. Leid net als in oplossing I af dat a; = 5 en a, = p+3 voor alle priemgetallen
p. Dan geldt dus az = 6. Invullen van k =1 en p = 2 geeft

az = 2a1 — 3as + 13 = 2a1 — 2,

dus 2a; = a3 + 2 = 8, dus a; = 4. Nu hebben we a; en as berekend. Voor n > 3 geldt dat
er altijd een priemgetal p is met p | n — 1, dus dat we altijd p en k kunnen vinden zodat



n = kp + 1. Dus ligt de waarde van a,, vast als we alle waarden a,, met 1 < m < n al
kennen. Er kan dus maar één rij zijn die voldoet. We proberen nu of a,, = n + 3 voldoet.
Dan geldt

pap —3a, +13=p(k+3)—3(p+3)+13=pk+3p—3p—9+ 13 =pk+4 = ap.

Dus dit voldoet inderdaad. De enige rij die voldoet is dus degene met a,, = n + 3 voor alle
n > 1, waaruit volgt dat de enige mogelijke waarde voor asg3 gelijk is aan 2016. O



Opgave 4. Bepaal alle gehele getallen n > 2 waarvoor geldt dat

i—i—jE(ﬁ)—i—(@) mod 2
( J

voor alle 7 en 7 met 0 <7 <5 <n.

Oplossing. We laten eerst zien dat n voldoet dan en slechts dan als (") =14+ 1 mod 2
voor alle 7 met 0 < i < n. Stel dat (2) =i+ 1 mod 2 voor alle 7, dan geldt (%) + (?) =
i1+1+7+1=i+7 mod 2 voor alle 7 en j. Dus n voldoet dan aan de voorwaarde in de
opgave. Stel andersom dat n voldoet. Omdat (8) =1, geldt dan i =1+ (7;) mod 2 voor
alle i, dus (T;) =i—1=4i+1 mod 2 voor alle i.

Schrijf nu n als n = 28 + m met 0 < m < 2¥. Omdat n > 2, mogen we aannemen k > 1.

Bekijk
n (24 m\ 2P+ m)2F+m—1) (m+4)(m + 3)
(zk—z)(zk—z) (28 —2)(2k —3)---2-1 '

Het product in de noemer bevat |2 22| factoren deelbaar door 2, L—j factoren deelbaar

door 4, ..., LQQIC—:?J factoren deelbaar door 2¥~1 en geen factoren deelbaar door 2F. Het
product in de teller bestaat uit 2¢ — 2 opeenvolgende factoren en bevat daarom minstens

sz; 2| factoren deelbaar door 2, minstens L2 2| factoren deelbaar door 4, ..., minstens

L%k 2=2| factoren deelbaar door 2¥~!. Het product in de teller bevat dus minstens evenveel
factoren 2 als het product in de noemer. Het product in de teller bevat zeker meer factoren
2 dan het product in de noemer als 2¥ voorkomt als factor in de teller. Dat is zo als
m + 3 < 2%, oftewel als m < 2¥ — 3. Dus als m < 2% — 3, dan is (an_z) even, terwijl 2F — 2
ook even is. Dan voldoet n = 2¥ +m dus niet.

Dus n kan alleen voldoen als er een k > 2 is met 28 —2 < n < 2¥ — 1. Als n oneven is,
geldt (g) ( ) =14+n=0 mod 2, dus dan voldoet n niet. Dus n kan alleen voldoen als
hij van de vorm n = 2¥ — 2 met k > 2 is. Stel nu dat n inderdaad van die vorm is. We
gaan laten zien dat n voldoet. Er geldt

(Qk—2> _ @229 -3 (@@ 1)

c c-(c—=1)---2-1

Het aantal factoren 2 in 2% — i is gelijk aan het aantal factoren 2 in ¢ voor 1 <7 < 2F — 1.
Dus het aantal factoren 2 in de teller is gelijk aan het aantal factoren 2 in het product
(c+1)-c-(c—1)---2, oftewel het aantal factoren 2 in de noemer plus het aantal factoren 2
in c+ 1. Dus (2’“;2) is even dan en slechts dan als c oneven is. Dit betekent dat n = 28 —2

voldoet.
We concluderen dat n voldoet dan en slechts dan als n = 28 — 2 met k > 2. O



Opgave 5. In een koordenzeshoek ABCDEF geldt AB 1 BD en |BC| = |EF|. Noem P
het snijpunt van BC' en AD en noem () het snijpunt van EF en AD. Neem aan dat P en
Q@ allebei aan de kant van D liggen waar A niet ligt. Zij S het midden van AD. Laat K
en L de middelpunten zijn van de ingeschreven cirkels van respectievelijk ABPS en EQS.

Bewijs dat ZK DL = 90°.

Oplossing. Het is bij deze opgave nuttig om te analyseren wat er gebeurt als je met
punten schuift. Je kunt nameligk lynstuk EF verschuiven zonder dat dat invloed op K
heeft. Dus L kan onafhankelijk van K bewegen. Kennelijk beweegt L dan wel altijd over
een lign door D die loodrecht op KD staat. De hoek ZLDS is blijkbaar onafhankelijk van
de positie van lignstuk EF. Omdat we met een cirkel te maken hebben, suggereert dit dat
LLDS misschien geliygk is aan een bepaalde omtrekshoek. Dan zou LK DS ook gelijk aan
een omtrekshoek worden, en wel zo dat die twee omtrekshoeken samen 90° zin. Op deze
manier kun je ideeén krijgen om uiteindeligk tot het volgende bewijs te komen.

De configuratie ligt vast door de gegeven volgorde van de punten A tot en met F' op de
cirkel en door het gegeven over de punten P en () op de lijn AD. We hoeven dus geen
verschillende configuraties te onderscheiden. (De punten P en ) kunnen wel verwisseld
worden op de lijn AD, maar dat is niet relevant.)

Merk eerst op dat S het middelpunt van de cirkel is, aangezien vanwege ZABD = 90° de lijn
AD middellijn is, en S het midden van AD is. We gaan nu bewijzen dat /K DS = ZKBS.
We weten dat K'S een bissectrice is, dus ZBSK = ZKSD. Verder is |SD| = |SB|, omdat
beide lengtes gelijk zijn aan de straal van de cirkel. Omdat ook |SK| = |SK]|, vinden we
ADSK =2 ABSK (ZHZ). Dus ZKDS = ZKBS.

Omdat ook BK een bissectrice is, geldt /KBS = ZCBK = %ZC’BS. Dus ZKDS =
s /CBS.

Helemaal analoog leiden we af dat ZLDS = %AQES, waaruit volgt dat ZLDS = % .
(180° — LFES) = 90° — $ZFES. Dus ZLDS + ZKDS = 90° — /FES + 1/CBS.
Merk nu verder op dat ASBC = ASEF (Z77), zodat ZFES = ZCBS. Nu kunnen we
concluderen dat /KDL = ZLDS + ZKDS = 90°. U



